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Introduction
la Prévision Numérique du Temps: Modélisation

La Prévision Numérique du Temps (PNT) s’appuie sur deux domaines
complémentaires, la modélisation et l’assimilation.

La modélisation numérique
La modélisation numérique vise à développer des schémas numériques pour
résoudre les équations gouvernant l’atmosphère sur une grille.
Météo-France s’appuie sur une hiérarchie de modèles aux résolutions
spatio-temporelles de plus en plus fines et aux physiques de plus en plus
complexes.

(a) Modèle global
ARPEGE, équations
primitives, T538C2.4

(b) Modèle régional ALADIN-
Réunion à 9 km

(c) Modèle régional
AROME-France, non-
hydrostatique, 2.5 km
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Introduction
la Prévision Numérique du Temps: Assimilation

L’assimilation de données
L’assimilation de données (AD) vise à estimer les conditions initiales du
modèle (et divers paramètres) en tenant compte des sources d’information
disponibles: une prévision précédente (appelée ébauche) et des observations.

Assimilation

Prévision

Ebauche Ebauche

Les observations sont très diverses en nature (radiosondages, mesures sol,
bateaux, avions de ligne, données GPS, radiances des satellites
géostationnaires et défilants...)
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Schémas numériques pour les modèles globaux spectraux

Par rapport à d’autres problèmes d’ingénierie, la spécificité de la
météorologie provient de la géométrie sphérique, des contraintes fortes en
coût de calcul et de la necessité de développer des paramétrisations
physiques (très large gamme d’échelles spatiales et temporelles).

Figure: Y 6
12

Discrétisation en harmoniques sphériques
On décompose les champs météorologiques en
harmoniques sphériques (∼ séries de Fourier)P+∞

l=0
P+l

m=−l C m
l ·Y m

l (θ, ϕ)

Schéma d’advection Semi-Lagrangien
Remplacement de l’advection (explicite) par une
interpolation rétrograde, ce qui permet de s’affranchir de
la condition de stabilité CFL.

fn+1(xi) = fn(X(tn;xi, tn+1)),

on obtient la valeur fn+1(xi) cherchée, en calculant fn(X(tn;xi, tn+1) par inter-
polation car X(tn;xi, tn+1) n’est en général pas un point du maillage.

On représente ces opérations sur la figure 4.2.

Fig. 4.2 – Schéma de principe de la méthode semi-Lagrangienne classique.

Remarque 9 La méthode semi-Lagrangienne est très diffusive si une interpolation
d’ordre trop faible est utilisée, en particulier pour l’interpolation linéaire. En pratique
on utilise le plus souvent des interpolations cubiques, soit par splines, soit de Hermite
ou de Lagrange.

La méthode semi-Lagrangienne a été intialement introduite pour les équations de
Vlasov-Poisson par Cheng et Knorr [10] en 1976. Elle est basée sur une interpolation

Autre problème mathématique: condition aux limites bien posées
(couplage) avec des modèles à aire limitée.
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Schémas numériques en éléments finis
Exemple de MPAS (NCAR, Etats-Unis)

MPAS

Why a Hexagonal Grid?

• Removes the pole singularity

• Most isotropic (wave propagation).

• Provides good conservation properties in a

finite-volume formulation

• Hexagonal grid permits larger explicit time steps.

• Readily generalized to arbitrarily structured grids

(a) C-grille hexagonale sur la sphère
MPAS

Hexagonal C-Grid Problem:

Non-Stationary Geostrophic Mode

Traditional Coriolis velocity evaluationvelocity evalu

MPAS

(b) Evaluation de la force de Coriolis

J. Klemp, B. Skamarock (NCAR), T. Ringler (Los Alamos National Laboratory),
J. Thuburn (University of Exeter, UK)
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Avantages: Raffinement de maillage,
couplage aisé entre modèles locaux et
régionaux, adaptation aux architectures
massivement parallèles, bonnes
propriétés de conservation.
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Les observations

Couverture en données

05/09/03 09–15 UTC
(courtesy  J-.N. Thépaut)

Radiosondes Pilots and profilers Aircraft

Synops and ships Buoys

ATOVS Satobs Geo radiances

ScatterometerSSM/I Ozone
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L’assimilation de données

L’assimilation de données recherche l’état x le plus probable de
l’atmosphère étant donné une ébauche xb et des observations y

P(x|y) ∝ P(y|x)P(x)

Dans le cadre Gaussien, ces probabilités s’écrivent:

P(x) ∝ e−
1
2 (x−xb)TB−1(x−xb) et P(y|x) ∝ e−

1
2 (y−H(x))TR−1(y−H(x))

où B et R sont les matrices de covariances des erreurs d’ébauche et
d’observations. L’analyse xa est le minimum de la fonction de coût J :

xa =Argmin J

J (x) =
1
2 (x− xb)

TB−1(x− xb)| {z }
Jb écart à l’ébauche

+
1
2 (y−H(x))TR−1(y−H(x))| {z }

Jo écart aux observations

Après linéarisation (H → H),

xa = xb + BHT(HBHT + R)−1(y−H(xb))

Cadre mathématique du Filtre de Kalman.
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L’assimilation de données variationnelle

L’approche variationnelle évite la résolution directe du système linéaire et
préfère minimiser J

Avantages
de nombreux algorithmes efficaces de
minimisation existent
(gradient-conjugué...),
extension possible à la dimension
temporelle par la méthode adjointe
(4D-Var)

Inconvénients
on doit spécifier la matrice B,
les opérateurs d’observations doivent
être linéarisables
algorithme de nature séquentielle
(adaptation au massivement parallèle?)

Data assimilation concepts and methods

Meteorological Training Course Lecture Series

 ECMWF, 2002 31

Figure 11. Schematic representation of the variational cost-function minimization (here in a two-variable model

space): the quadratic cost-function has the shape of a paraboloid, or bowl, with the minimum at the optimal

analysis . The minimization works by performing several line-searches to move the control variable to areas

where the cost-function is smaller, usually by looking at the local slope (the gradient) of the cost-function.

In practice, the initial point of the minimization, or first guess, is taken equal to the background . This is not

compulsory, however, so it is important to distinguish clearly between the terms background (which is used in the

definition of the cost function) and first guess (which is used to initiate the minimization procedure). If the mini-

mization is satisfactory, the analysis will not depend significantly on the choice of first guess, but it will always be

sensitive to the background.

A significant difficulty with 3D-Var is the need to design a model for that properly defines background error

covariances for all pairs of model variables. In particular, it has to be symmetric positive definite, and the back-

ground error variances must be realistic when expressed in terms of observation parameters, because this is what

will determine the weight of the observations in the analysis.

The popularity of 3D-Var stems from its conceptual simplicity and from the ease with which complex observation

operators can be used, since only the operators and the adjoints of their tangent linear need to be provided23. Weak-

ly non-linear observation operators can be used, with a small loss in the optimality of the result. As long as is

strictly convex, there is still one and only one analysis.

In most cases the observation error covariance matrix is block-diagonal, or even diagonal, because there is no

reason to assume observation error correlations between independent observing networks, observing platforms or

stations, and instruments, except in some special cases. It is easy to see that a block-diagonal implies that

23.  whereas OI requires a background error covariance model between each observed variable and each model variable.

xa x

xb

B

 

R

R  o

Figure: Minimisation itérative
de J par descente du gradient
(Figure due à F. Bouttier).
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Le 4D-Var

L’algorithme 4D-Var, inventé dans les années 80 (Le Dimet, Talagrand,
Courtier...), est implémenté dans de nombreux centres opérationnels de PN.
Conjointement à une assimilation massive des données satellite, il a conduit
à une progression régulière des prévisions.

L’extension temporelle dans le 4D-Var

δx = x− xb

∇J (δx) = B−1(δx)−
nX

i=0

MT
1 · · ·MT

i HT
i Ri

−1(yi −Hi(xb)−Hδx)

La minimisation nécessite le calcul de
∇J , gradient de J par rapport à la
variable de contrôle x qui est l’état
initial. C’est l’utilisation de l’adjoint
du modèle tangent-linéaire M qui
permet de différencier J par rapport
à l’état initial.

Ébauche

Analyse

Observations

t0 tNFenêtre d’assimilation Prévision

Jb
JoJo

Jo

Jo

Jo

Figure: Illustration de la
dimension temporelle dans le
4D-Var (F. Bouttier).
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Le 4D-Var incrémental
Traitement des non-linéarités

Incremental 4D-Var
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Imperfect model in 4D-Var 8
Figure: Traitement des non-linéarités par relinéarisation successives dans le
4D-Var opérationel au CEPMMT (Y. Tremolet)
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La modélisation de la matrice B

La matrice B, de dimensions 107 × 107, est beaucoup trop grande pour être
stockée et même estimée. Elle est décrite sous la forme d’opérateurs dans
un changement de variable de contrôle L = B 1

2

δx = Lv

J(v) =
1
2vTv +

1
2
`
d−HLv

´TR−1`d−HLv
´

Avantage: amélioration du préconditionnement de la minimisation.
Il y a en général autant de formulations pour “L” que de centres
météorologiques (Bannister 2008).
L est une général une séquence d’opérateurs construit et calibrés pour
représenter:

les covariances croisées entre différentes variables, ou “balance”
les autocovariances horizontales et verticales, qui propagent
l’information spatialement.

Le problème est à la fois “physique” et “statistique”.
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La modélisation de la matrice B: l’exemple des corrélations
bi-dimensionnelles

Figure: Corrélations horizontales
obtenue avec AMPS pour la pression
de surface non-balancée.

Utilisation d’une équation de
diffusion ou de filtres récursifs
On cherche à exploiter le fait que la
solution d’une équation de diffusion
représente, sous la condition d’une
normalisation appropriée, un
opérateur de corrélation.

Diagonal-spectral;
diagonal-ondelettes
D’autres modélisations peuvent être
basées sur l’hypothèse de diagonalité
dans une base (ou pseudo-base)
d’ondelettes.
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L’assimilation de données ensembliste

L’idée du filtre de Kalman d’ensemble est de représenter la loi recherchée
par un échantillon discret (quelques membres). La matrice B est
échantillonnée sur l’ensemble:

B '
“

xf − xf
”“

xf − xf
”T

La propagation des pdf est assurée par l’évolution non-linéaire des
membres.

Dealing with non-Gaussianity in a Gaussian framework

Dealing with nonlinearity in a Gaussian framework

The priors can be assumed Gaussian, but the models remain nonlinear . . .

EnKF solutions to deal with nonlinearities

Ensemble encodes all statistics. Ensemble propagated by model without proxy.

Fixes: Ensemble statistics assumed Gaussian (a priori and a posteriori, even
though they may not be) so has to keep ensemble coherence.

t t+2
p pp

t+1

++

+

+

Gaussian proxy of statistics

p −

t+1

−

Gaussian ensemble filter

meanmean

M. Bocquet 4D-VAR and EnKF inter-comparisons workshop, Buenos-Aires, 10-13 November 2008 11 / 28

Figure: Schéma temporel d’un filtre de type Kalman d’Ensemble (Monte Carlo).
Figure due à M. Bocquet (ENPC-EDF/CEREA)
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L’assimilation de données ensembliste: bruit d’échantillonnage

Définition de méthodes objectives de filtrage des corrélations indésirables à
longue distance dans B par produit de Schur (“tapering”).

Figure 4. Illustration of covariance localization. (a) Correlations of sea-level pressure directly estimated from 25-member

ensemble with pressure at a point in the western Pacific (colors). Solid lines denote ensemble mean background sea-

level pressure contoured every 8 hPa. (b) As in (a), but using 200-member ensemble. (c) Covariance localization corre-

lation function. (d) Correlation estimate from 25-member ensemble after application of covariance localization.

47

(a) Estimation brutes (25 membres en
haut; 200 membres en bas)

Figure 4. Illustration of covariance localization. (a) Correlations of sea-level pressure directly estimated from 25-member

ensemble with pressure at a point in the western Pacific (colors). Solid lines denote ensemble mean background sea-

level pressure contoured every 8 hPa. (b) As in (a), but using 200-member ensemble. (c) Covariance localization corre-

lation function. (d) Correlation estimate from 25-member ensemble after application of covariance localization.

47

(b) En haut: Une fonction de correlation.
En bas: Correlation obtenue en multipli-
ant par produit de Schur l’estimation de B
avec 25 membres et cette fonction de cor-
relation (haut).

Figure: Localisation des corrélations. Figure due à T. Hamill (CU/NOAA)

.
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L’assimilation de données ensembliste: bruit d’échantillonnage

Définition de méthodes objectives de filtrage des variances d’erreurs
d’ébauche grâce à une estimation du rapport signal/bruit.SPATIAL AVERAGING OF ENSEMBLE-BASED VARIANCES 1011

Figure 9. Surface vorticity background-error variances: (a) reference map, and randomized estimates from (b) raw 6-member ensemble,

(c) spatially averaged 6-member ensemble, and (d) raw 220-member ensemble. Units: 10−9s−2. This figure is available in colour online at

www.interscience.wiley.com/qj

diameter for each parameter at each vertical level)

requires the knowledge of the true variances (or a good

estimation). This is convenient in an analytical study but

not in an operational context, where very little is known

about the true variances. As a consequence, one may

wonder if it is possible to design a routine procedure

able to objectively diagnose and optimally filter out the

amount of sampling noise. This is the object of the next

section.

5. A statistical spectral filtering of sampling noise

In this section, the filtering of estimated variance fields is

considered from another point of view: the signal/noise

ratio of ensemble-based variances, which has been a

diagnostic of the quality of estimated variances, is now

used to design an objective filtering tool. Such a filter has

recently been introduced by Berre et al. (2007) and the

reader is referred to this paper for further details on the

theoretical aspects.

Copyright  2008 Royal Meteorological Society Q. J. R. Meteorol. Soc. 134: 1003–1014 (2008)

DOI: 10.1002/qj

(a) Haut: référence. Bas: Estimation
brute avec 6 membres

SPATIAL AVERAGING OF ENSEMBLE-BASED VARIANCES 1011

Figure 9. Surface vorticity background-error variances: (a) reference map, and randomized estimates from (b) raw 6-member ensemble,

(c) spatially averaged 6-member ensemble, and (d) raw 220-member ensemble. Units: 10−9s−2. This figure is available in colour online at

www.interscience.wiley.com/qj

diameter for each parameter at each vertical level)

requires the knowledge of the true variances (or a good

estimation). This is convenient in an analytical study but

not in an operational context, where very little is known

about the true variances. As a consequence, one may

wonder if it is possible to design a routine procedure

able to objectively diagnose and optimally filter out the

amount of sampling noise. This is the object of the next

section.

5. A statistical spectral filtering of sampling noise

In this section, the filtering of estimated variance fields is

considered from another point of view: the signal/noise

ratio of ensemble-based variances, which has been a

diagnostic of the quality of estimated variances, is now

used to design an objective filtering tool. Such a filter has

recently been introduced by Berre et al. (2007) and the

reader is referred to this paper for further details on the

theoretical aspects.

Copyright  2008 Royal Meteorological Society Q. J. R. Meteorol. Soc. 134: 1003–1014 (2008)

DOI: 10.1002/qj

(b) Haut: Filtrage de l’estimation
obtenue avec 6 membres. Bas: Estima-
tion brute avec 220 membres

Figure: Filtrage spatial des variances en tourbillon relatif à la surface. Figure due
à L. Raynaud (CNRM/GMAP)

.
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Assimilation de structures; Assimilation d’images

Figure: Antidote sur la tempête Xynthia (26-27 février 2010)
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Légende de la visualisation
contours verts: cellules
contours bleus: cellules naissantes
traits mauves: trajectoires
flèches noires: mouvement apparent
flèches rouges: vent du courant-jet
traits noirs: projeté sur le courant-jet



Assimilation de structures; Assimilation d’images

Figure: Antidote sur la tempête Xynthia (26-27 février 2010)
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Assimilation de structures; Assimilation d’images

Figure: Antidote sur la tempête Xynthia (26-27 février 2010)
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Assimilation de structures; Assimilation d’images

Figure: Antidote sur la tempête Xynthia (26-27 février 2010)
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Assimilation de structures; Assimilation d’images

Figure: Antidote sur la tempête Xynthia (26-27 février 2010)
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Assimilation de structures; Assimilation d’images

Comment assimiler de l’information structurelle? (opérateur
d’observation non-différentiable)
Comment corriger des erreurs de positionnement spatio-temporel?

Modèle d’erreur en amplitude (classique)

xa = xb + δxa

δxa = BH T(HBH T + R)−1(y−Hxb)

B est la matrice de covariance des erreurs d’ébauche.

Modèle d’erreur en déplacement

xa = xb
`
s + δsa

´
δsa = DH T

d (HdDH T
d + Rd)−1(yd −Hdxb)

D est la matrice de covariance des erreurs de positions dans l’ébauche.

Yann MICHEL Techniques Mathématiques pour la Météo 20



Techniques Mathématiques en Assimilation de Données pour la
Prévision Météorologique

1 Introduction

2 Techniques Mathématiques en Modélisation

3 Techniques Mathématiques en Assimilation de données

4 Perspectives

Yann MICHEL Techniques Mathématiques pour la Météo 21



Perspectives: techniques mathématiques et prévision météo

Modélisation [conception de schémas numériques]
Couplage (modèles régionaux, chimie-transport...)
Adaptation aux nouvelles architectures matérielles
Passage vers des méthodes en éléments finis?

Assimilation de données
Modélisation et description des covariances d’erreur d’ébauche (matrice
B inhomogène, hybridation avec EnKF, erreur d’échantillonnage de
l’EnKF)
Prise en compte de l’erreur modèle
Propagation des covariances d’erreur d’ébauche, calcul des covariances
d’erreur d’analyse (méthodes ensemblistes, prévision d’ensemble)
Au-delà de l’hypothèse quasi-linéaire? (comment assimiler les données
nuageuses à l’échelle convective)
Au-delà de l’hypothèse Gaussienne? (filtres particulaires, morphing,
assimilation de structures, assimilation d’images...)
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